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Soit S un groupe de Lie semi-simple i centre fini, s son algebre de Lie, G le 
produit semi-direct de S par s et g I’algebre de Lie de G. On etablit precisiment la 
formule de Poisson-Plancherel pour le groupe G, formule conjecturee par M. 
Vergne pour un groupe de Lie quelconque. Pour ce faire, on ttudie les transformtes 
de Fourier, au sens distribution, des integrales orbitales sur g (d&ties par M. Duflo 
(“Representations unitaires des groupes de Lie et methode des orbites, in 
“G.M.E.L.,” Bordas Paris, 1982) et generalisant a g celles introduites par Harish- 
Chandra pour un groupe de Lie semi-simple), ainsi que les rapports entre ces 
transformtes de Fourier et ce qui nous semble 2tre la generalisation a g* des 
integrales orbitales de Harish-Chandra. 0 1984 Academic Press, Inc. 
I. INTRODUCTION 
Dans ce travail nous veritions la formule de Poisson-Plancherel, conjec- 
turee par Vergne [ Ill, dans le cas particulier du produit semi-direct d’un 
groupe de Lie semi-simple connexe a centre tini, S, par son algebre de Lie, 4, 
c’est-a-dire, suivant ia terminologie de [8], pour le groupe de Takiff associt a 
s. 
Cette conjecture a et& vlritiee par Vergne dans le cas des groupes de Lie 
semi-simples lineaires et par Duflo dans le cas des groupes algebriques 
complexes (cf. resp. [ 12, 21). 
Expliquons, dans un premier temps, comment se formule la conjecture 
dans le cadre que nous avons choisi. Soit done G le groupe de Takiff associe 
a S, g son algebre de Lie et g * le dual de g. Notons E, l’ensemble des X E g 
dont l’image par l’application exponentielle de G est l’element neutre de G et 
g$ l’ensemble des formes linlaires sur g qui sont G-admissibles (voir la 
Definition 2 de la Sect. VI). Alors il existe une mesure positive G-invariante 
sur gz, dm,* (voir Sect. VII et formule (2) de la Sect. VI), laquelle dttinit une 
distribution temperee sur g* et dont la transformte de Fourier, IZ~, a son 
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support contenu dans E,. Le jacobien, je, de l’application exponentielle de G 
admet une racine carree, ji”, analytique sur g et prenant la valeur 1 en 0, et 
la distribution j~“n, n’est autre que les mesure de Dirac 6, en 0: ji’*n, est 
bien une mesure G-invariante dont le support est contenu dans E,. En 
particulier la restriction de rzc i un voisinage suffkamment petit de 0 dans g 
est 6,. Dans la Section VII nous etablissons ces resultats, et nous montrons 
les rapports qui existent entre la mesure dm,* et la mesure de Plancherel de 
G, rapports que nous allons expliciter tout de suite. 
Si f~ g * on note Gdf) le stabilisateur de f dans G, GCf)’ sa composante 
neutre et xr le caractere de G(J)” dont la differentielle st la restriction de if 
i l’algebre de Lie de G(f), et on considere I’ensemble X(f) des reprtsen- 
tations unitaires et irreductibles de G(f) dont la restriction a G(f)’ est un 
multiple de Q. AlorsfE gz si et seulement si X(f) est non vide. Soit gz’ le 
sous-ensemble de gz forme des formes lineaires tres regulieres appartenant a
g$ (cf. Definition 1, Sect. II). On pose 
@3 = u W-). 
fC s’, 
L’ensemble f(G) est un espace fibre au-dessus de gz’ dans lequel G agit 
de man&e naturelle, et on note X(G) l’espace quotient modulo cette action, 
qui est, lui, un espace librt au-dessus de gz’/G. 11 existe une injection de 
X(G) dans G^, le dual unitaire de G, et, modulo cette injection, X(G) 
supporte la mesure de Plancherel dp, de G. Soit p la fonction dttinie sur 
X(G) par, 6, &ant une constante positive (cf. formule (8) Sect. VII) 
P(G . (f 5)) = 6, dim r, 
et soit d& la mesure pdpG sur X(G). Alors la mesure dm,* est supportee par 
gG *’ et les mesures dFG et dm,* ont mCme image sur g,$‘/G. 
La distribution nG est la somme d’une serie d’integrales orbitales associees 
aux elements de E,; son etude et le calcul de sa transformee de Fourier nous 
ont amen& a preciser les proprietes de ces integrales orbitales, proprittts qui 
generalisent des resultats obtenus par Harish-Chandra (cf. [lo]) dans le cas 
des groupes de Lie semi-simples. Nous allons maintenant expliciter les 
resultats que nous avons obtenus dans ce domaine. 
A chaque sous-algtbre de Cartan 1 de s est associe un ouvert 0, de g* ne 
d&pendant que de la classe de conjugaison de 1 sous S et tel que, si Car(s) 
est un systeme de representants de ces classes de conjugaison, la reunion des 
01 pour 1 E Car(S) est disjointe et est &gale a l’ouvert des elements tres 
reguliers de g*. 
Soit 1 une sous-algebre de Cartan de 5. Si TE 1 on sait detinir une 
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distribution M,,, sur g qui lorsque T E 1’ (l’ensemble des elements ad- 
reguliers de 1) est l’integrale orbitale associee a T (cf. Sect. III). La 
distribution M,,,, T E 1, est temperee t sa transformee de Fourier est une 
fonction localement integrable sur g *, analytique sur l’ouvert des elements 
tres reguliers de g* et nulle en-dehors de l’ouvert 0,. Rappelons que, dans le 
cas semi-simple, le support de la transform&e de Fourier de l’integrale 
orbitale associee a un Clement elliptique est Cgale i g*. L’application M,, qui 
a une fonction $ E Y(g) (l’espace des fonctions de Schwartz sur g) fait 
correspondre la fonction definie sur 1 par T-,M,&b) induit un morphisme 
continu de 9’(g) dans YO(j) (l’espace des fonctions continues et a 
decroissance rapide sur 1). 
A toute fonction $ E Y(g*) on associe une fonction F, m sur 1” (cf. Sect. 
V); dans le cas semi-simple, modulo identilication de l’algebre de Lie a son 
dual par la forme de Killing, l’analogue de l’application F, se ramene a l’ap- 
plication M,. L’application F, est un morphisme continu de 9’(g*) dans 
L&(1 *) et on a le diagramme commutatif suivant, C, etant une constante 





ye(j) ( Vi* L&(j*) 
ou Fg* (resp. F*) designe la transformation de Fourier sur g* (resp. i*). 
Ceci permet de montrer que la formule de Poisson-Plancherel pour G se 
ram&e a la formule sommatoire de Poisson pour 1 relativement au sous- 
groupe discret R i = 1 n E,, j E Car(s); pour tout ceci voir les Sections V et 
VI. 
Cependant comme les distributions M ,,T pour T E j non regulier ne sont 
pas des integrales orbitales (une difference de plus avec le cas semi-simple ou 
le cas complexe), il nous faut relier l’integrale orbitale associee a un element 
elliptique non regulier T, aux distributions Mi,=, j E Car(S). Ceci est l’objet 
de la Section IV. 
Entin dans 1’Appendice A nous demontrons un certain nombre de resultats 
sur des espaces du type L& (en particulier un theoreme de derivation sous le 
signe somme) que nous utilisons dans le Section V; et dans 1’Appendice B 
nous etablissons un resultat dti a Duflo (Theoreme Bl) mais dont la 
demonstration ’etait &rite nulle part. 
Je ne saurai terminer cette Introduction sans remercier Duflo pour avoir 
suscite mon ink-et pour les questions abordles dans ce travail, ainsi que 
Vergne, Charbonnel, et Rai’s pour les nombreuses discussions que j’ai eues 
avec eux a ce sujet. 
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II. GI?N~RALITJ?S ET NOTATIONS 
Soit S un groupe de Lie semi-simple connexe a centre fini, s son algebre 
de Lie, N le groupe de Lie abelien sous-jacent a 5. Alors S opke, via la 
representation adjointe, par automorphismes dans N, et on considere le 
groupe de Lie, produit semi-direct de S par N 
G=SMN 
la loi de groupe etant dtfinie par 
(s,nJs*n*> =v*w * n1 + a si E S, n, E N, i = 1,2. 
L’algebre de Lie g de G s’ecrit 
g=s@n 
ou n est l’algbbre de Lie de N, qui s’identifie a l’espace vectoriel sous-jacent a
5: on note z la bijection canonique de s sur n. Le crochet dans g est d&i par 
[X, + <I 7x, + r,1 = [X,3 x,1 t x, . r2 - x, . r, 7 XEs, &En, i= 1,2; 
(5 opere dans n via sa propre representation adjointe). On a aussi 
g*=s*@n* 
et les actions coadjointes de G et g dans g * sent, respectivement, d&rites par 
les formules 
Ad*@, n)(ft U) = s aft @(s . U, n) t s . U, 
s E S, n EN, fE 5*, u E n*, 
ad*(XtT)(ftu)=X.ft~(u,r)tX.u, 
(1) 
XE 5, <E n, fE 5*, u E n*, 
oii @ est l’application de n* x n dans 5 * definie par 
(W, <I, x> = (UT x * r>, <En, uEn*, XEs. 
Soit j une sous-algebre de Cartan de s, h, le centralisateur de j dans g. Si 
on pose 
i, = b,n 4 
i, n’est autre que l’image de 1 par z, et de plus 
b,=iOi,. (2) 
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Dans la suite si a est une algebre de Lie sur R on note ac sa complexifiee t 
si b c a est un sous-espace vectoriel reel on note b, le sous-space vectoriel 
complexe qu’il engendre dans a,. Soit alors d, le sysdme des racines de ic 
dans sc et, pour a E d,, soit 5; le sous-espace radiciel associe et nz le sous- 
espace correspondant dans nc. Alors d, est aussi le sysdme des racines de jc 
dans gc et si a E d,, le sous-espace radiciel correspondant est 
De plus, si on pose q , = [i, g 1, on a 
aEAi 
9 = b,O qp 
(3) 
Soit W, le groupe de Weyl de i relativement a S, i.e., 
WI = N,(iYJ 
ou N, designe le “normalisateur dans S” et oti J est le sous-groupe de 
Cartan de S d’algebre de Lie j. Alors si H, designe le centralisateur de j dans 
G, Ad H, est commutatif et on a 
H,=J K expj, 
le produit etant en fait direct (exp designe l’exponentielle du groupe de Lie 
G). On a aussi, si Hi dtsigne le normalisateur de i dans G, 
Hi = N,(i) K exp j, 
Hi/H,- w, 
ce qui montre que W, opere dans h,, et on veritie immediatement que cette 
action est d&rite par la formule 
w.(x+r)=w*x+w-r WE W,, XE i, tE i,. 
Maintenant on choisit sur toute sous-algebre de Lie de 9 une mesure de 
Lebesgue. Si a c b c 9 sont des sous-algebres de Lie on en dtduit une mesure 
de Lebesgue sur b/a ainsi que sur tout sous-espace supplementaire de a dans 
b que l’on appelle la mesure de Lebesgue sur b/a ou sur ce sous-espace. De 
meme si B c A c G sont des sous-groupes fermes unimodulaires de G on 
298 P. TORASSO 
deduit de ces choix une mesure B-invariante sur l’espace homogene B/A que 
l’on appelle la mesure B-invariante sur cet espace. 
Si E est un espace vectoriel sur IR muni d’une mesure de Lebesgue dx et si 
4 E g(E) (l’espace des fonctions C” a support compact sur E) on detinit la 
transformee de Fourier de d que l’on note FE4 (ou tout simplement #^ s’il 
n’y a pas ambiguite) par 
On munit alors E* de la mesure df (la mesure duale de dx) telle que 
Si dx est la mesure de Lebesgue sur E, on dit que df est la mesure de 
Lebesgue sur E*. 
Considerons a nouveau une sous-algebre de Cartan i de ~1 et soit A: un 
sysdme de racines positives dans A,. On pose alors 
et on dtfinit le polynome o, sur $, par 
o,(H) = det(ad Hi,;), HE b,. 
on voit immediatement qu’il existe un nombre E, valant f 1 tel que 
W,=++I* 
Maintenant, le choix de mesures de Lebesgue, explicite plus haut, sur bi et 
g, determine, au signe p&s, une forme volume vi dur qi. Remarquons aussi 
que les decompositions (2) et (3) induisent les decompositions 
9* = 9;” 0 $ 9;” = i* @ i,*. 
Soit alors, pour h E tj;“, B, la forme bilineaire alternle sur g dtfinie par 
B&C u) = (k [& Yl), x, YE g. 
On definit alors le polynome rr, sur tjp par le fait que, pour tout h E hr, 
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n,(h) est le pfaffien de la restriction de B, a q, relativement a q,. Soit (Xi,..., 
X,) (resp. (<i ,..., &,)), oti p est le cardinal de AT, une base de q,n 4 (resp. 
qjn n>. 
Soit h E t);F; Ccrivons h =f+ u avec fE i*, u E i,*. Alors la matrice de 
B&, relativement a la base (Xi ,..., X2*, <i ,..., &,) s’ecrit par blocs: 
(CL [xi9xjl))l(i,j<2p (C”Yxi * tj))l<i,j<2p 
(-C”y xj ’ ti))l<i,j<*p 0 
(4) 
D’autre part si b, designe, pour u E ln , ’ * la forme bilineaire alternee detinie 
sur n par 
b,(C, 0 = (u, W’(O ~-‘(1;>1)>, 
on vtrifie sans peine que 
b,(t, C) = (u, 2 - ’ (69 - C>, t, CE n. 
On voit alors, avec les notations ci-dessus et si de plus on suppose que 
z(xj) = rj, 1 <j < 2p, que le determinant relativement a la base (X, ,..., X,,, 
<, ,..., &,) de B, lqi est le carre du determinant relativement a la base c, ,..., <,, 
de bUlllif7R’ Ceci montre immediatement que, au signe pres, le polynome rci est 
le carre d’un polynome reel. Autrment dit on peut ecrire 
ou E( vaut fl. On choisit alors vi, et done rri, tels que s;=ci. Ces remarques, 
compte-tenu du cas semi-simple qui est bien connu, permettent de voir qu’il 
existe un reel positif ci tel que 
(5) 
ou, pour tout a E A:, K, est l’image par I de la co-racine H, de a dans 1. 
Soit L! une algebre de Lie etfE 9”; on sait que sifest reguliere (i.e., Q(j) 
est de dimension minimale) t!(f) est commutative (cf. [ 1, Chap. II]). Si de 
plus I? est algtbrique, on peut detinir alors, pour fE f?* reguliere, i(f) 
comme Ctant le tore maximal contenu dans f?(f). Comme dans [2] on 
introduit la 
DEFINITION 1. Soit 2 une algebre de Lie algebrique et fE f?*. On dit 
que f est tres rtguliere si 
(i) f est reguliere, 
(ii) l(f) est de dimension maximale. 
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11 resulte facilement de [S, Sect. lo] que I’on a les assertions suivantes. 
(On reprend les notations precklentes.) 
LEMME 1. Si h E br les conditions suivantes sont tfquivalentes 
(i) h est rkgguli&-e, 
(ii) h est tr& rkgulike, 
(iii) z,(h) # 0. 
Si a est une partie de g* on designe par a’ le sous-ensemble de a constitub 
des elements tres reguliers. Si R est un groupe rtductif, r son algebre de Lie, 
on designe par Car(R) un systeme de representants de classes de conjugaison 
sous R des sous-algebres de Cartan de r. 
LEMME 2. Soit i une sous-algt?bre de Cartan de 5. L’action de G dans g* 
induit une submersion de G x Ij f ’ sur un ouvert 0, de g*. De plus on a 
!I *I= u 0, IECar(S) 
la Anion &ant disjointe. 
L’injection de nc dans gc induit la projection de gz sur n,* parallelement a 
sg que l’on note /r. Comme nc est un ideal commutatif de gc on voit que /r 
est un morphisme de gc-modules et que l’action de gc dans n$ se ramene a 
celle ac (sc est isomorphe a gJn& ainsi si y est un polynome sur n& ac 
invariant, y 0 /r est un polynome gc invariant sur 9:. 
Soit t une variable, et soit y le polynome sur sc tel que 
det(ad X - t1) = try(X) mod trC’ 
ou r est le rang de sc. Soit 75 le polynome sur nF deduit de 9 via l’iden- 
titication de n,* avec sc induite par la forme de Killing de sc; n’ est un 
polynome sc-invariant. Soit 71 la restriction a g* de 710 /r. Alors 7c est un 
polynome G-invariant et il est facile de verifier que pour tout i E Car(S) la 
restriction de z a hT est un multiple de rri. 
LEMME 3. Soit f E g *; pour que f soit tr& rkgulikre il faut et il suffit que 
n(f) soit non nul. 
Dkmonstration. Le fait que si f est tres reguliere n(f) # 0 resulte 
immediatement du Lemme 2. Supposons done n(f) # 0. Ecrivons alors 
f = g + u, avec g E 5 * et u E n *. Comme pour tout X E 5, X est semi-simple 
et regulier si et seulement si a(X) # 0, on voit, compte-tenu des remarques 
prectdentes, qu’il existe une sous-algebre de Cartan 1 de 5 telle que u E if. 11 
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sufftt alors de voir que l’orbite de f sow N rencontre hr. Or ceci resulte des 
formules (I), du fait que si u E if est tel que T?(U) = X(U) # 0 son 
stabilisateur 4’ dans s n’est autre que i, et du lemme suivant. Q.E.D. 
LEMME 4. Soit u E n*, alors @(u, n) est l’orthogonal dans s* de 5”. 
Demonstration. CommepourXEs”et~Enona 
(@(u,~),X)=(u,X* r>=-(X. u,<)=O 
il est clair que @(u, n) est contenu dans (sU)‘. Mais la dimension de (s’)l est 
celle de la S-orbite S . u de u dans n *. De plus l’application @(u, .) est une 
application lineaire de n dans n * dont le noyau, on le veritie aisement, est 
l’orthogonal dans n de l’espace tangent en u a S . U: d’oti le resultat. Q.E.D. 
Si E est un espace vectoriel reel de dimension tinie on note S(E) l’algibre 
symetrique de E qui s’identifie a l’algebre des polynomes sur E*, et si 
p E S(E) on note ap l’operateur differentiel a coefficients constants qu’il 
detinit sur E. 
Les resultats suivants sont dGs a Duflo, (i) et (ii) sont contenus dans 121, 
et la demonstration de (iii) est donnee dans le cas general dans 1’Appendice 
B. 
PROPOSITION 1. Soit i une sous-algebre de Cartan de 5. 
(i) Toute G-orbite contenue dans 0, rencontre 9:’ suivant une Hi- 
orbite. 
(ii) Si 8 est une distribution G-invariante sur Oi, alors il existe une 
unique distribution sur g?‘, appele’e restriction de 6 a QT’, encore notee 8, 
telle que pour toute 4 E %J(O,) on ait 
4(g *f) o(f) xi(f)* df (6) 
hi’ 
oti df est la mesure de Lebesgue sur g* ou $ f, dg la mesure G-invariante sur 
G/HI, #A designe le cardinal commun aux dtflerents A,, et [ Wi] designe 
l’ordre du groupejki W,. 
L’application qui a une distribution G-invariante sur 0, fait correspondre 
sa restriction a br’ induit un isomorphisme de l’espace des distributions G- 
invariantes sur Oi sur respace des distributions H;-invariantes sur b:‘. Cette 
application fait correspondre a une fonction G-invariante sur Oi sa restriction, 
en tant que fonction, a b;“‘. 
(iii) Soit p un polyn6me G-invariant sur g, et pb, sa restriction a b,. 
Alors pour toute fonction 4, C” et G-invariante sur O,, on a 
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autrement dit la composante radiale suivant 9 ;“’ de l’ope’rateur diffe’rentiel ci 
coefficients constants sur O,, ap, n’est autre que l’ope’rateur d@rentiel sur 
*I 5 -’ ) *I 0 aphi 0 71,. 
III. LES INT~GRALES ORBITALES ASSOCI~ES A UN ELEMENT R~GULIER 
Soit 1 une sous-algebre de Cartan de a et TE i regulier c’est-i-dire tel que 
ui(T) # 0. On delinit alors la distribution Mi,, par 
oti, bien entendu, #A ’ designe le cardinal commun aux differents A ;. 
On note O,,, la fonction sur g * definie (presque partout) par les 
conditions suivantes: 
(i) O,,,. est G-invariante. 
(ii) Si 1 est une sous-algebre de Cartan de 5 non conjuguee a i la 
restriction de O,,, a 0, est nulle. 
(iii) Pour toutfE h;“’ on a 
O,,,(f) = 1 W,] ~ ’ J( e’(f’“’ ‘). 
Alors O,,, est une fonction localement integrable (bornee) sur g* et 
analytique sur g * ‘. 
Si E est un espace vectoriel de dimension linie sur R on note Y(E) 
l’espace des fonctions de Schwartz sur E muni de la topologie usuelle et 
Y’(E) l’espace des distributions tempirees sur E (le dual topologique du 
precedent) muni de la topologie de la convergence faible. Le choix d’une 
mesure de Lebesgue sur E determine, on l’a vu Section II, une transformation 
de Fourier sur E qui induit un isomorphisme de Y(E) sur Y(E*) et done 
un isomorphisme de Y’(E) sur .Y”(E*) encore appele transformation de 
Fourier (des distributions) et defini comme suit: si t est une distribution 
temperee sur E sa transform&e de Fourier r^ verilie 
T*(4) = w-1, 4 E P(E*). 
On a alors le 
THI~OR~ME 1. Soit j une sous-algdbre de Cartan de 5 
(i) Soit T E i un Ument rkgulier. Alors la distribution IM,,~ est 
temp&rke etsa transformbe de Fourier est la fonction 0 ,,T 
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(ii) La fonction 2 valeurs dans S“‘(g) et d@nie sur Pensemble des 
Gments riguliers de i par T-+MI,T se prolonge de manihe unique en une 
fonction continue (encore nott!e M,,.) sur i tout entier. 
Dhnonstration. L’assertion (ii) resulte immediatement de l’assertion (i) 
et de la formule definissant O,,,. 
Soit done $ E -V(g *). On remarque d’abord que, comme, d’apres la 
formule (5), Sect. II, ?ri E S(i,), pour tout g E G 
oti on a pose pour g E G, $g = 4 0 Ad* g et ou on considire 7c, E S(h,) 
comme un element de S(g). 
Soit P i,..., P, une base du sous-espace de S(g) constitue des elements 
homogenes de degre celui de xi. Alors il existe des fonctions rationnelles sur 
le groupe algebrique Ad(G), a, ,..., a, telles que 
(ni)g-l= i a,@dg)p,, gE G. 
k-l 
Les fonctions ak, 1 < k < I sont Ad Hi-invariantes a droite et definissent 
done des fonctions rationnelles sur la sous-variete algebrique fermee de g 
qu’est la G-orbite de T. Les groupes G et Hj etant unimodulaires, la G-orbite 
de T est orientable et il existe une forme volume rationnelle ,8 sur celle-ci 
induisant la mesure d@. 11 est alors clair que l’on peut ecrire: 
fitant donnees une forme volume rationelle ,8 sur une sous-varied 
algebrique fermee w d’un espace vectoriel reel de dimension linie E et une 
norme ]] ]] sur E, on peut trouver un entier k E N tel que l’indgrale 
I (1 + ILlI>-” @(XI ” 
soit convergente (cf. [4]). 0 n voit alors que la distribution Mi,, est temperee 
et que l’integrale (l), ou on remplace 4 par d^, f$ E Y(g*), converge 
absolument, et on peut done tcrire 
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oii les mesures d< et ds’ sont determinees par les choix d’une mesure de 
Lebesgue sur i, et sur n. Comme rc, est N-invariant dans S(g) on a 
(q4. expJ CT> = (~14,>* (exp t . r> = (~A>^ CT - T. 0 
L’application < + -T . < induit un automorphisme de q, n n (qui s’identifie 
a n/j,) de jacobien 1 w ,( T)l . 11 vient done 
Mais la formule d’inversion de Fourier partielle permet de voir que 
=I, 
(q,ns)*xilxj~ Q,(g +f+ ~)e”““~i(~)dgdfd~. 
n 
SiuEj n,pourtoutf~i*ettoutrEqin~ona 
exp <. (f-t 24) =f+ u + @(u, 0. 
(4) 
D’apres le Lemme 4, l’application @(u, a) induit un morphisme lineaire de 
q,n n dans (q,n s)*: en effet (q, n s)* est l’orthogonal de j dans s* et j est 
contenu dans 5’. Soit (X, ,..., X,,) (resp. (cl ,..., &,)) une base univolumique 
de q, n a (resp. q, n n) pour la mesure de Lebesgue sur cet espace. Alors la 
matrice de @(u, =) relativement a la base (r, ,..., Tz,) de q,n n et a la base 
duale (XT ,..., Xf-) de (q, n s)* est 
((~(U,ri),xj))lsi,j<2p= (C”Yxj’ &))h<i,j<Zp. 
11 resulte alors de l’expression (Sect. (4)) de la matrice de la restriction a 
q, de la forme bilineaire alternie Bf+U, f~ j*, relativement a la base 
(X , >..., x,,, c, ,-..1 &,) que le determinant de @(u, .) relativement aux bases 
CC, ..., t&J et (XF,..., Xz*,) est au signe pris ni(u). 11 est alors clair que le 
jacobien de l’application @(u, .), relativement aux mesures de Lebesgue sur 
qin n et (qins)*, est (27r)#’ Izi(u)l. Compte-tenu du choix fait de rri, la 
formule (4) s’ecrit done 
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MfJ(4-)(27r)2@ [Iv,] S,J l j li,,n”j/l*x~((S.exPC,Lf+u)) ” 
x eitfyT)n,(u2) dfdu 
I 
dt; ds’ 
De la compte-tenu de la formule (6) de la Proposition 1, Section II et de la 
formule (2) decoule le resultat cherche. Q.E.D. 
IV. LES INT~GRALES ORBITALES G~N~RALIS~ES 
Soit lo la sous-algebre de Cartan fondamentale de 5 contenue dans Car(s) 
et soit T un element elliptique (i.e., les valeurs propres de ad T sont 
imaginaires pures) de lo; alors on a 
gT=5T@nT, GT = ST x exp(nT) 
oti gT (resp. GT, etc.) designe le centralisateur de T dans g (resp. G, etc.). 
Alors nT est l’image de sT par I, et ST est un sous-groupe reductif connexe de 
S. Si on pose 
ou zT designe le centre de sT, on a 
9 = g= @ qT> g” = g=* @ q;. 
Soit d, le systeme des racines de xTc dans sc et d; le sous-systeme de 
racines positives delki par la condition 
aEd,+oia(T)>O, aEd,. 
On pose alors (si a E d ,‘, 9°C designe le sous-espace radiciel associe) 
580/59/2-11 
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et on definit le polynome oT sur gr par la formule 
wT(H) = det ad HI,;, HEg’. 
Alors comme dans le Section II on virilie qu’il existe un reel eT valant f 1 
tel que 
La mesure de Lebesgue sur q, determine au signe pres une forme volume 
rT sur ce m&me espace. On definit alors le polynome n, sur gT* par le fait 
que pourfE gT*, z,(J) est le pfaffien relativement a qT de la restriction a q, 
de la forme bilineaire alternee Bf. Comme dans la Section II on montre que 
rc, est, au signe prts, le carrt d’un polynome et on peut alors choisir qT et 
done x, pour que 
Maintenant soit 1 une sous-algebre de Cartan de sT‘, ou autrement dit, soit 
i une sous-algebre de Cartan de s contenant T. On note d,,, le systeme des 
racines de ia: dans 5: (ou g:), et, IV,,, le groupe de Weyl de i dans ST. On a 
alors 
#A=#A,+#A,,. 
On definit alors la distribution MT sur g par la formule 
M 
T 
(4) = (-l>“A’[w,,,Tl 
i (w#AT[~jol G/C~ 
ad%(H) $(g * WI L,=T h!. (1) 
On a alors le 
THJ~OR~ME 2. Soit TE &,, un t%ment elliptique. Alors M, est une 
distribution tempe’rke sur g et on a 
(2) 
Dkmonstration. On montre d’une manihe tout a fait analogue a la 
demonstration du Theoreme 1 que MT est une distribution tempeiee et que si 
#EP(g*) on a 
(3) 
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La fonction definie sur gT* par f + eioYr’n,(f) &ant Gr-invariante, il 
resulte de la Proposition I appliquee a ST (ou plutot a son groupe derive) 
we 
i $( g -f) ei’f~T’~T(f)2 df or* 
ou T+ est l’analogue du polynome rci pour gT: pour toutfE t,T r~~,~df) est le 
pfaffien, relativement i une forme volume associee a la mesure de Lebesgue 
sur q 1, T = q i n g ‘, de la restriction a q i,T de B,. Comme on a 
ql=ql,T@qT et h,,T, qT1 = qT 
on voit que pour tout fE h?, rc,(# = n,(f)* nr,T(f)2. En reportant la 
formule (4) dans la formule (3) on trouve alors le resultat cherche. Q.E.D. 
Remarque. Si TE j,, est elliptique et regulier on a MT = M,o,T. 
V. LES INT~GRALES ORBITALES SUR g* 
Si E est un espace vectoriel de dimension Iinie sur R on note 9&??) (resp. 
L,!,,(E)) l’espace des fonctions continues et a dicroissance rapide (resp. C” 
et dont toutes derivees sont L’) sur E, muni de la topologie d&tie par les 
semi-normes (on choisit une norme /I 11, t e une mesure de Lebesgue dx sur E). 
%“(4>= SUPX&(I + Ilxll)-” I4(x)l, $ E X,(E), n E N, 
Soit i une sous-algebre de Cartan de s. On pose alors pour $ E Y(g*) 
11 resulte de la formule d’integration 
f, o,i(fW= 1 j lj CW)W’dfj 42 (2r)2#A iwil G/H ‘I] (2) 
valable pour tout 4 E L ‘(g*), l’integrale de droite ttant absolument 
convergente, que pour tout Q E Y’(g*), F,,, est un element de L ‘(i*). Nous 
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allons montrer le resultat plus p&is suivant (si p E S(e*) on note p, sa 
restriction a i et si A est un ensemble dans lequel agit un groupe L on note 
AL le sous-ensemble des invariants de A sous L): 
THI?OR~ME 3. Soit $ E Y(g*), alors pour toutfE i* PintPgraZe (1) est 
absolument convergente t la fonction Fi,, qu’elle d$mit est une fonction C”, 
&ment de L&(j*). De plus pour tout p E S(s*)’ et tout 4 E Y(g*) on a 
F KJPrn = %F,,* * 
Pour demontrer ce theoreme nous devons rappeler certains resultats et en 
etablir d’autres. Soit I le rang de 5 et soit p, ,...,p[ un systeme de generateurs 
algebriquement independants de l’algebre des polynomes S-invariants sur n*. 
Pour 1 < k ,< I on detinit le polynbme qk sur g* par 
qdf + u) = 4du)O * - ‘(f>>, u E n*, fE 5* 
oti z* designe la transposee de l’application z. Alors d’apres [g] les 
polyn6mes P,,...,P~, ql,..., 41 (OG PI >-.., p, sont consider& comme des 
polynomes sur g*) constituent un systeme de generateurs algebriquement 
independants de So, l’algebre des polynomes G-invariants sur 9”. 
LEMME 5. Soit f E g*, si x(f) # 0 alors les vecteurs de g dp,(f),..., 
dp,(f ), dq,(f),..., dq,(f) sont Ein6airement inde’pendants. 
Dimonstration. Ceci resulte de la definition des polynomes qk, 1 < k < 1 
et du fait que si u =f In, n(f) = n(u) et d one que, modulo identification de 
n* avec 4, la condition n(f) # 0 entraine que u est semi-simple regulier, ce 
qui implique (cf. [7, Lemme C]) que les vecteurs dpk(u), 1 < k < I, sont 
lineairement independants. Q.E.D. 
PROPOSITION 2. Soit j une sous-algdbre de Cartan de 4, et soit f. E QT’. 
Alors il existe une fonction II/ de classe C” sur g *, G-invariante, prenant ses 
valeurs entre 0 et 1, constante t &gale d 1 dans un voisinage de f. et dont le 
support est contenu dans 0,. 
Dt!monstration. Soit li l’application de g * dans R 2’ detinie par 
A(f) = (P,(f LP,(f 19 c?ldf>Y~ qr(f ))* 
Alors la restriction de A a g*’ est une submersion. Soient ~2, et 0, deux 
voisinages compacts de f, dans 0, tels que R, soit contenu dans l’interieur de 
JI,; il existe une fonction Q E k3(R2r) telle que #],,,n,) = 1, 0 < Q < 1, et dont 
le support est contenu dans /1(8,). La fonction I,? = d 0 n est alors une 
fonction C” et G-invariante sur g*, constante et Cgale a 1 sur un voisinage 
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de Jo. Soit m la borne inferieure de Ill pour ff? .R,. Comme 0, est 
compact et contenu dans 0, c g*‘, m est strictement positif. D’autre part il 
est clair que le support de @ est contenu dans /i -‘(A(S2,)) et done que pour 
tout f dans ce support, 1 n(f)1 > m; on voit done que le support de @ est 
contenu dans g *‘. Comme g*’ est reunion disjointe d’un nombre tini 
d’ouverts, dont 0,, il est clair que la fonction w =x0,$ (ou si A est une partie 
de g*, xa designe sa fonction caracteristique) repond i la question. Q.E.D. 
Si i est une sous-algebre de Cartan de 5 on pose pour 4 E sO(g*) 
Alors on a 
Fi,m(f) = jr n,(u) &if+ u) du, fE j*. (4) 
n 
Dans la suite nous utilisons certaines notations introduites dans l’ap- 
pendice A. 
LEMME 6. Pour tout $ E g(g*), pour tout f E bT’ l’intkgrak (3) at 
absolument convergence et la fonction F,,@ est C” sur br’. De plus pour tout 
polyno^me p, G-invariant sur g, on a 
aPbl(F”,.m) =FMpm * (5) 
L’application q4 -+ P, m induit un morphisme continu, note’ P,,. , de respace 
g(g*), muni de la /opologie induite par celle de 9(g*), duns respace 
L&O*, i,*, n,du). 
Dkmonstration. Soit f, E bT I et v/ une fonction comme dans la 
Proposition 2. Alors pour f dans un voisinage de f-, , pour tout 4 E @(g *) et 
p polynbme G-invariant sur g, les integrales 
sont en meme temps absolument convergentes et dans ce cas egales. 
11 suffit done de montrer la premiere partie du lemme pour d E @(O,). 
Dans ce cas les deux premieres assertions du lemme proviennent de ce que 
l’application g -+ g . f induit un diffeomorphisme local de G/H X h ;” ’ sur 0,. 
Pour montrer l’egalite (5) il suffit de la montrer au sens distribution; 
comme pour 4 E g(O,) et p polynome G-invariant sur g, les distributions 
aPhiFi,@ et Fi,&$ sont Wi-invariantes, pour montrer qu’elles sont egales il 
suffit de verifier qu’elles prennent la meme valeur sur toute fonction Wj- 
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invariante de g(hp ‘). Soit done 0 une telle fonction et e son prolongement 
G-invariant a 0,; calculons en utilisant la Proposition l(ii), (iii). 
ou si p est un polynome, p* est le polynome defini par p*(X) =p(-X). 
Comme l’application 8-* n,B est une bijection de g(hf’)“i sur lui-meme, 
ceci acheve la demonstration de la premiere partie du lemme. 
Soit p un polynome S-invariant sur s; modulo la projection canonique de 
g sur s, p definit un polyndme, encore note p, G-invariant sur g, et sa 
restriction a hi, phi s’identitie, via la projection de hi sur j, i sa restriction a j, 
notee pi, qui est un element de S(I ) ‘* wi L’application p -+pi est une surjection .
de S(s*)’ sur S(j*)wi et d’apres (5) on a pour tout 4 E 9(g*) et tout 
P E w*y, 
+JlFi3* = Fi,aLJ*- 
Comme S(j *) est de type fini sur l’algebre S(i*)“l, la derniire assertion 
du lemme resulte de la Proposition Al de 1’Appendice A et de la formule, 
valable pour tout 4 E g(g*) et p E S(s*)‘, 
J” 
i*xi* II 
I@‘i’i,,(f+U)I Ini( dfdu=jiexie IFi,ape(f+ u)I Iz~(u)~ dfdu 
cette formule Ctant consequence de la formule d’integration (2). Q.E.D. 
LEMME 7. Soit 4 E %J(g*), alors pour tout f E j* l’intigrale (1) 
deWssant Fi,$(f) est absolument convergente, la fonction Fi,* est de classe 
C” sur i* et pour tout p E S(s*)’ on a 
aP,(F,,m) = F,,,, * 
De plus l’application I$ + F,,,, induit un morphisme continu, note’ F,. de 
l’espace g(g *) muni de la topologie induite par celle de Y(g *) dans respace 
LkA*). 
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Dkmonstration. C’est une consequence immediate du Lemme 6, de la 
Proposition A2 de 1’Appendice A et de la formule (4). Q.E.D. 
Soit %$I*) l’espace des fonctions continues et a support compact sur g*. 
On a alors le 
COROLLAIRE. Soit f E i*. Alors pour tout 4 E qc(g*) l’intigrale 
est absolument convergente et I’application 4 + F,,,(f) dc;Jnit une mesure de 
Radon sur g*. 
Dkmonstration. Soit K un compact de g* et soit v/ E g(g *) positive et 
telle que pour tout x E K, v/(x) = 1. Soit d E qc?,(g *) telle que son support 
soit contenu dans K. Alors on a 
oti on a pose 
Il4ll = SF”, I4@)l* 
Ceci demontre le corollaire. Q.E.D. 
Rappelons le resultat suivant contenu dans [ 10, Partie I, Lemme 81. 
LEMME 8. Soit E un espace vectoriel euclidien r&eel de dimension Jinie, 
11 1, la norme euclidienne sur E, et m une mesure bore’lienne positive sur E. 
Alors les assertions suivantes sont kquivalentes 
(i) I1 existe une semi-norme continue, v, sur 9’(E) telle que 
lj I 
4dm <v(4), 4 E W3 
E 
(ii) I1 existe un entier r > 0 et un Gel C > 0 tels que 
s 
(1 + ]]x]]*)-‘dm < C. 
E 
Nous sommes maintenant en mesure de demontrer le Theoreme 3. I1 
resulte du Lemme 8, du Lemme 7, et de son corollaire que pour tout 
d E Y(g*) et tout fE l* l’integrale (1) definissant F,,,(f) est absolument 
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convergente et que pour fE l* fixe l’application $4 F,,@(f) est une forme 
lineaire continue sur F(g*). 
D’autre part il resulte du Lemme 7 et du fait que g(g*) est dense dans 
.p(g*) que l’application F,,. se prolonge de maniere unique en un 
morphisme continu F,, . de Y(g *) dans L &(i *). Comme fE i * &ant donni, 
la mesure de Dirac en f delinit une forme lineaire continue sur L k(j*) on 
voit que l’application $ + F -,,,(f) est une forme lineaire continue sur Y(g*). 
Cependant il resulte aussi du Lemme 7 que pour tout fE j* on a 
- 
Fl.m(f> = Q&“)Y (d E Ta(g *>. 
La continuiti des deux membres de cette egalite par rapport a d 
parcourant Y(g*) et le fait que g(g*) est dense dans cet espace entrainent 
que cette egalitt est verifiee pour tout Q E Y(g*). Ceci montre que pour tout 
$ E Y(g*), F,,, est un element de L j,,(j*). 
Entin, si p E S(s*)‘, l’application d -+ 8~4 (resp. Q + a~,#) induit un 
homomorphisme continu de .vi(g*) (resp. LL(i*)). En appliquant le 
Lemme 7 on voit que pour tout p E So et tout 4 E Y(g *) on a 
F,,,,, = UP@‘,.,>. 
Ceci acheve la demonstration du Theoreme 3. Q.E.D. 
11 resulte de la definition de F,,, et de la formule (5), Section III que l’on 
peut icrire 
1 
M,,TW) = (2q2#d IW,] I I* F,,mu-1 e”fJ’ df, T E i, 4 E .Y(g*). (6) 
Comme consequence du Theoreme 3 on a le 
COROLLAIRE. L’application 4 + M,, . (4) induit un homomorphisme 
continu de Y(g) dans Y,(i). 
VI. FORMULES DE POISSON PARTIELLES 
Soit L un groupe de Lie, I? son algebre de Lie,fE f?*. La forme bilineaire 
antisymetrique B, induit une structure d’espace symplectique sur P/r!(f); on 
note Mp(f) le groupe metaplectique, revetement a deux feuillets et connexe 
du groupe symplectique, Sp(f), associe. Le groupe L(f) opke dans f?/I?(f) 
via Sp(f); ceci permet de construire le revetement metaplectique L-(f) de 
L(f). Plus precisement L’(f) est le sous-groupe de L(J) x Mp(f) constitue 
des couples (g, g’) oti g E L(f) et g’ E Mp(f) et ont mCme image dans 
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Sp(f). Alors L”(f) est un revktement 1 deux feuillets (non nkcessairement 
connexe) de L(f); et on note u 1’ClCment non trivial du noyau de la 
projection canonique de L*(f) sur Ldf). On note alors X(f) l’ensemble des 
classes d’kquivalence des reprlsentations unitaires irrkductibles z de L’(f) 
vkrifiant. 
(i) la restriction de z i la composante neutre de L’(f) est un multiple 
du caractkre de celle-ci dont la diffkrentielle st ifI,,f,; 
(ii) 5(D) = -1. 
DEFINITION 2. Soit L un groupe de Lie, f! son algkbre de Lie etfE L! *. 
On dit que f est L-admissible si et seulement si X(f) est non vide. 
On note I!: l’ensemble des formes L-admissibles de II?*. Alors f!!,T est un 
sous-ensemble L-invariant de I! *. 
On choisit, pour la suite de ce paragraphe, une sous-algkbre de Cartan i de 
5. Et on Ccrit 
oil t, (resp. a,) est le tore compact maximal (resp. dkployt maximal) de i. On 
note alors R, l’ensemble des X E j tels que exp X = 1: alors R , est un rkseau 
de t,. On dksigne par gz,, l’intersection de gz avec l’ouvert 0,. Comme la 
demi-somme des racines positives de ic dans gc, comptkes avec multiplicitk, 
est JJacrlt a, on voit, d’aprks [3, Sect. 2b de l’Appendice] que 
oti Lf dtsigne le sous-ensemble de 9;” constituk des formes liniaires fE l)T 
telles que f (R ,) c 2712. Comme on peut krire 
on a 
L;F=Rr+(arOi,*) 
otiR& intersection de L ;” avec tr, est le rkseau de ‘7, dual de R ,. 
Soit Beg” une G-orbite. Si fE Q l’application X+X. f induit un 
isomorphe de g/g(f) sur TAQ), l’espace tangent en f i R. On dkfinit alors 
une deux-forme w sur Q par la formule 
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Alors Wan”” est une forme volume sur n et on note #In la mesure qui 
lui est associke. C’est la mesure de Kostant de l’orbite Q, mesure G- 
invariante sur cette orbite. Si R est contenue dans 0, et si f~ R f~ 97 on a, 
pour toute fonction a sur a, d/3,-indgrable, 
Si f~ g * on note 0, sa G-orbite dans g*. On dkfinit alors une mesure 
dm,*,, sur g,* par le fait que si (Y est une fonction sur gz on a 
oti dh est la mesure de Lebesgue sur a: @ i,* dkterminte par le choix de la 
mesure de Lebesgue sur t, et oti u(RT) est le volume du rkseau Rr pour la 
mesure de Lebesgue sur ‘r. 
TH~OR~ME 4. La mesure dm,*, d&it une distribution tempkrke sur g *. 
La sPrie CTER,M,,T converge dans Y’(g) vers une distribution no,, dont la 
transformbe de Fourier est dm,*,,. 
Dkmonstration. 11 rksulte immkdiatement du corollaire du Thkorkme 3 
que la skrie C,,,, M,,, converge dans Y”(g). G&e i la formule (6), 
Section V on peut tcrire pour 4 E ,Y(g*), 
l 
TERN (2’)2#4 [ w,l TER ,’ / 
Comme pour Q E Y(g*), F,,, est dans LL(j*), on peut appliquer la 
formule sommatoire de Poisson au second membre de cette kgaliti, ce qui 
donne 
* oti dh est la mesure de Lebesgue sur a, dkduite du choix des mesures de 
Lebesgue sur t, et i,. Mais par dtlinition de F,,. et compte-tenu de (1) on a 
d’oti le thtortme. Q.E.D. 
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VII. LA FORMULE DE POISSON-PLANCHEREL POUR G 
On pose 
dm,* = 2 dmz,i. 
Iscar 
Alors il resulte du Theo&me 4 et de la definition de dm,*,,, i E Car(S), que 
dm,* est une distribution sur g*, qui, en fait, est une mesure positive dont le 
support est 9:. On note gG l’ensemble des X E g tels que exp X = 1. 
Dans les notations de la Section IV on a le 
TH~OR~ME 5. ’ * La serle CTERlo M, converge dans Y’(g) vers une 
distribution nG dont le support est contenu dans gG. La transformie de 
Fourier de nG est la mesure dm,*. 
Dkmonstration. 11 suffit de voir que la serie CTERioMT converge dans 
P’(g) et que sa somme n, verifie 
IzG = i,g(s) ;piJ. I 
Nous allons montrer la formule (1) tout en verifiant la convergence de la 
serie definissant nG. 
Si j E Car(S) et si T E Ti, on note Cari le sous-ensemble de Car(Sr) 
constitue des elements S-conjugues a 1; cet ensemble peut etre vide. Compte- 
tenu de la formule (2) du Theoreme 2, Section IV on a 
que l’on peut reecrire, sans changer la nature de la serie, 
(2) 
oti R,O,, disigne l’ensemble des T E RIO tels que Cari soit non vide. 11 est 
aise de verifier que si T E R ,0, T E R ,0,, si et seulement si l’orbite S . T de T 
sous S rencontre R i. 
Soit, pozr j E Car(S), & un systeme de representants des Wrorbites dans 
Ri et soit Ri un sous-ensemble de pi tel que 
(i) VTEEi, S. Tf3Fi= {T}; 
(ii) xi = UTEri (S . Tf7 Ei). 
Fixons, pour un moment, un element 1 de Car(s). Soit alors TE R=i, 
T’ES.TnRietsEStelqueT’=s.T.OnvoitqueTEs-’.jetdonc 
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que s-’ . j est une sous-algkbre de Cartan de sT conjuguke i i et dont le 
reprksentant dans Cari ne dCpend pas du choix de s E S tel que 
T’ = s . T: on note ce reprksentant u~,~(T’), et oi,r dkfinit une application de 
Se Tn& dans Cari( _ 
Rkiproquement si T E Ri et si 1 E Cari( on peut choisir s E S tel que 
s . I = i. Alors s . T E i et est done un Clkment de R i et, quitte 1 multiplier s g 
gauche par un reprksentant d’un Ckment de Wi dans N,(i), on peut supposer 
que s . TEEi. Si s, est un autre CtlCment de S tel que s, . I = i et s, . TERi 
alors il est clair que s, s - ’ E N,(i) et done que s . T et s1 . T sont dans la 
m2me Wi-orbite, ce qui montre que s, . T = s . T, autrement dit l’klkment 
s . T dkfini plus haut ne dC?pend pas du choix de s tel que s . I = i et 
s . T E & on le note z~,~(I) et ri,T dkfinit une application de Cari dans 
S . Tn Ri. Le rksultat suivant est alors ivident: 
LEMME 9. Soit i E Car(S) et T E gi. Alors les applications oi,* et Zi,T 
sont rkciproques rune de rautre. 
COROLLAIRE. Pour tout T E Ri,, S . T rencontre R iO suivant I’orbite de T 
sous wi,. 
Dkmonstration. Soit T E Rio. On peut supposer ii, choisi tel que T E iio. 
Comme i0 est fondamentale dans 5 elle Pest a fortiori dans sT et done, 
Car,,(S’) est rtduit au singleton {i,}. D’aprks le Lemme 9, S . T nRh est 
rtduit I {T}, ce qui prouve le corollaire. Q.E.D. 
Si i E Car(S) et T E Rio,j on note T~,,~(T) l’unique ClCment de R=i sntenu 
dans S . T, alors riO,i dkfimt une application surjective de Rio,i sur R i. Soit 
si E S tel que s, . t, c tlO; alors il rksulte du corollaire du Lemme 9 que l’on a 
si;,i(T)=S. TnRio,i=S. TnRio= Wio.si. T, TE& 
Comme pour i sous-algkbre de Cartan de 4, T E i et s E S on a 
Mi,T=“s.i,s.T, vu = IW,L [ ws. j,s.Tl = 1 wj,Tl (3) 
on peut rkcrire (2) sous les formes successives suivantes saris changer la 
nature de la stkie 
[ Wio,wsi.T1 [ wll 
[ W,“] [ W,,wsi.T] Mw.T’ 
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Comme pour j E Car S, s E S et T E s un element 
prendre 
Cari(S”.‘) = s . Cari 
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elliptique, on peut 
on peut, toujours saris changer la nature de la serie, reecrire (2) sous la 
forme 
[ WI1 
nG= is&S) Tsi kCi$Sr) LwI,Tl M”T’ 
Considirons alors la sirie convergente dans Y’(g): 
Grace au Lemme 9 et compte-tenu des relations (3), on voit que l’on a 
la serie convergeant dans Y’(g). Ceci montre que la serie (2) converge dans 
Y’(g), et il en est de m2me de la strie definissant n,, et aussi que l’tgalite 
(1) est verifiee. Le Theo&me 5 est ainsi demontre. Q.E.D. 
Soit I! une algebre de Lie reelle. On d&it la fonction j, sur I.! par la 
formule 
j,(X) = det 
eadX 
- ’ , 
adX 
XEP. 
PROPOSITION 3. La fonction j, admet une unique racine carrke 
analytique et dt$nie sur g, ji” telle que j;“(O) = 1. De plus on a 
ji”n, = 6, 
02 6, dksigne la mesure de Dirac en 0. 
Dbmonstration. Soit q la projection canonique de g sur s. Alors il est 
immediat que pour tout X E g on a 
j,(X) = [j&(X))1 *. 
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Ceci montre l’existence de ji” et que l’on a pour tout X E g, 
j:“(X) = j, 0 q(X). 
La dernihe assertion resulte de la definition de nG, du fait que d’une part, 
comme la fonction ji” ne depend, pour X E g, que de q(X), pour tout T E i, 
les operateurs &r, et ji’2 1 8r commutent, et que d’autre part pour tout XE g 
non nul tel que exp X = 1, j:“(X) = 0. Q.E.D. 
Comme la mesure dm,* est invariante par la transformation de g *, f + -f, 
on a comme consequence du Theoreme 5 et de la Proposition 3 le 
COROLLAIRE. Pour tout Q E G?(g) on a 
(4) 
Nous allons preciser le rapport entre la mesure dm,* sur g$ et la mesure 
de Plancherel pour G. On utilise, entre autres, les notations du debut de la 
Section VI. Soit f E g*’ et 1 la sous-algebre de Cartan de s telle quefE 0;. 
Alors on a G(f) = H,; et, comme l’espace symplectique g/g(f) est somme 
directe de deux sous-espaces symplectiques isomorphes s/j et n/l, tels que J 
(le sous-groupe de Cartan de S d’algebre de Lie 1) ophe de maniere 
diagonale dans 
il s’ensuit que gi = G(f) est isomorphe au produit direct de Hi par L/27?. On 
voit alors que X(f) s’identifie a l’ensemble des representations unitaires 
irreductibles de Hi dont la restriction i la composante neutre, a,, de Hi est 
un multiple d’un caractere de g, dont la differentielle est ifIg,. En faitfest G- 
admissible si et seulement si un tel caractere existe. Si tel est le cas soit x ce 
caractere; comme Hi est central dans Hi (gi = jexp 1, oti j est la 
composante neutre de J) et comme J/j est un groupe fini on voit que tout 
element de X(f) est de dimension finie et que 
IndGitHiX,= @ (dim r) r 
T EX(/) 
c (dim r)’ = [J/j]. 
TAX 
(5) 
Maintenant tout element r de X(f) s’etend de man&e unique en une 
representation de H,N = JN, encore notte r, telle que sa restriction a jN soit 
un multiple du caractere de jN de differentielle if IiOn. On pose alors 
r,,, = 1nd.m Tc 5, f E 92’7 7Exf). 
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Ces representations Tf,T, fE g,*‘, t E X(f) sont, en fait, celles definies par 
Duflo dans [3]. 
Considerons alors l’espace fibre au-dessus de 9:’ 
dans lequel G agit de maniere naturelle et soit X(G) l’espace quotient. Alors 
l’application (f, t) -+ Tf,r passe au quotient en une application injective de 
X(G) dans G^ le dual unitaire de G. (Ceci est en fait un consequence facile 
de la mtthode des petits groupes de Mackey appliquee au sous-groupe N de 
G.1 
Si (f, r) E z(G) la representation T,,, est tracable et si 4 E .Q(g) a son 
support contenu dans un voisinage ouvert zr de 0, suffisamment petit pour 
que l’application exponentielle induise un diffeomorphisme de w sur l’ouvert 
exp zr de G alors on a 
Tr(Tf,J@>) = P~)-#A(dim ~)~~~~~(~:“e) d/L, (6) 
ou @ est l’unique element de Q(G) dont le support est contenu dans exp(v) 
et qui vtrifie 4 = @ o exp. Ceci resulte du Theo&me III.2 de [5] et du 
Theoreme 1 de [4]. 
Enfin les resultats de Kleppner et Lipsman [6, Theoreme 2.31 permettent 
de calculer la mesure de Plancherel de G: si @ E g(G) on a 
v(RjY @(l) = ,,s,,, wa [ W,l 
x fqoT@i. ( Ix w-’ d im t TrFf+h,Tw> I njvd dh. (7) 
” reX(f+h) ) 
En particulier la mesure de Plancherel, @,, de G est supportee par le 
sous-ensemble X(G) de G^. 
Soit @ E g(G) telle que son support soit contenu dans exp w et soit 
4 = @ o exp. En reportant (6) dans (7) et compte-tenu de (5) on retrouve la 
formule (4) du corollaire pour 4. 
Soit p la fonction sur X(G) definie par 
P(G . (J; r)) = (27r)#” dim r, f E 92’3 r E m-), (8) 
et soit d& la mesure sur X(G) definie par dcl;; = p dpG. Soit pc (resp. qG) la 
projection canonique de X(G) (resp. 9:‘) sur g$‘/G. Alors il resulte de tout 
ce que l’on vient de dire que les mesures images pG(d&) et q,(dm,*) existent 
et sont egales. 
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APPENDICE A 
Soit E un espace vectoriel euclidien reel de dimension linie n. On note ( , ) 
le produit scalaire sur E et ]I ]I la norme induite. A l’aide du produit scalaire 
on identifie E avec E* et S(E), l’algebre symetrique de E, avec l’algebre des 
polynomes sur E. On note A le laplacien sur E associi au produit scalaire 
(,): si e, ,..., e, est une base orthonormee de E on a 
A = 8~ avec q=ef+...+et, 
et on considhe l’opixateur differentiel D = 1 -A. 
On munit E de la mesure de Lebesgue dx canoniquement associee a sa 
structure euclidienne. Si d E Y(E) on definit sa transformee de Fourier par 
i(x,y)#( y) dy, x E E, 
et la transformation inverse est donnee par 
$‘(x) = 2n-“jE e-i(x3y)#(y) dy, x E E, 4 E Y’(E), 
Pour r E N on considhe la fonction 8, definie sur E par 
e,(x) = (1 + llW* 
Cette fonction defmit une distribution temperee sur E et on note k, sa 
transform&e de Fourier: 
k-(4) = I, e,(x) 4’(x) dx, 4 E Y(E). 
On a k, = 6, et pour r, s E N tels que 0 < s < r, 
D”k, = k,p, 
en particulier, pour r E N, k, est l’unique solution elementaire temperte de 
D’. Rappelons le resultat suivant bien connu (cf. [lo] Part. I, Appendice, 
Lemme 1 I). 
LEMME Al. Pour rEiN*, k, est une distribution temp.&e sur E, 
invariante par le groupe orthogonal, dont la restriction ci E - {0} est une 
fonction analytique. Si r > n/2 alors k, est une fonction de classe CZrmn-’ 
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SW E. Soient r et 1 E N tels que 2r > I + n + 1 et soit p E S(E) homogene de 
degre 1. Alors pour tout s > 0 on a 
$1 + llw lFPW)l < +a* 
En particulier apk, E L’(E), 
Soit e , ,..., e, une base orthonormee de E. On considere l’operateur dif- 
ferentiel 
0 = ae, ... ae,. 
Dans la suite S, designe une sous-algebre de S(E) sur laquelle S(E) est un 
module de type fini. On considere aussi un espace mesurable Q muni d’une 
mesure positive a-finie dp. On note alors L&(E, Q, dp) (resp. LkO(E, Q, dp)) 
I’espace des fonctions d mesurables ur E x Q et veriliant 
(i) 4 E L’(E x 0, dx Q), 
(ii) pour tout p E S(E) (resp. S,) et pour presque tout y E fl la 
distribution ap#(.,y) est un element de L l(E), la fonction ap# est mesurable 
et integrable sur E x 52 pour la mesure dx dp. 
On munit alors Lk(E, 0, dp) (resp. LkO(E, Q, dp)) de la topologie d’espace 
vectoriel localement convexe difinie par les semi-normes 
v,.ll,p(d)=~ExR I~P~(X~Y)ldXdP(Y)~ p E S(E) (resp.p E S,). 
On a alors le resultat suivant: 
LEMME A2. Les espaces LL(E, f2, Q) et LkO(E, R, Q) sont des espaces 
de Frechet. Si 4 E LkB(E, R, dp), 4 est presque partout &gale a une fonction $ 
ve’rtftant les conditions suivantes: 
(i) 4 est mesurable sur E X R et pour presque tout y E f2 la fonction 
$(-,y) est de classe Cm sur E. 
(ii) Pour tout pE s, la fonction ap$ est un element de 
L’(ExR,dxdp). 
Demonstration. Soit #k, k E N une suite de Cauchy de L &(E, Q, dp) 
(resp. Lko(E, 0, dp)). Alors la suite Qk, k E N converge dans L’(R X F, 
dx Q) vers un Clement w de cet espace. De meme pour tout p E S(E) 
(resp. S,), la suite ap#k, k E N converge dans L1 (Q x E, dx dp) vers un 
element v,. 11 nous faut voir que pour presque tout y E J2 on a, au sens 
distribution 
580/59/2-I2 
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&e&-a-dire que si 0 E g(E) on a pour presque tout y E Q, 
I @*B(x) v/(x, Y> dx = e(x) v,(x, Y> dx. E I E (1) 
Mais si /3 E L”O(R, dp) on a 
I V(X>Y) @*@)B(Y) dx 40) EXO 
= lim k~+m i EXR ~~(x,Y)~P*~(x)~(Y)~x~~(Y) 
= lim k-+oo EXR~~Ok(X~~)e(x)P(~)dxd~(~) s 
= ! v~(-%Y) e(X) P(Y) k dP(Y) E X 12 
ce qui montre que l’egalite (1) est valable pour presque tout y E 0. Ainsi les 
espaces L&(E, .R, dp) et Lko(E, 52, dp) sont bien des espaces de Frechet. 
Soit d E Lio(E, Q, dp). Comme S, a une base denombrable sur C, on peut 
trouver un sous-ensemble negligeable N de Q tel que pour tout y E Q - N et 
tout p E S, la distribution &$(a,~) soit dans L’(E). On voit alors que pour 
tout y E B -N et tout p E S, la distribution p#(., y)^ est une fonction 
continue sur E tendant vers 0 a l’infini. Cependant, d’apres le Lemme 9 de 
l’appendice de la partie I de [IO], pour tout q E S(E) on peut trouver des 
elements q1 ,..., qm E S,, en nombre fini, tels que pour tout x E E, 1 q(x)1 < 
1 + 141(xl+ **. + I4,(x)l. c eci . P ermet de voir que pour tout y E B -N la 
fonction #(e, y)^ est continue et a decroissance rapide sur E. En prenant la 
transformee de Fourier inverse on voit que pour tout y E R -N la fonction 
(6_(., y) est presque partout &gale i une (unique) fonction C” sur E notee 
#(.,y) dent toutes les dtrivees tendent vers 0 a l’inlini. 11 reste a voir que la 
fonction 4, dtfinie presque partout sur E X Q est mesurable. Soit alors un 
entier s tel que 2s > it + 1. 11 resulte du Lemme Al que pour tout y E R - N 
l’integrale 
k, * 0,~) = jE k,(z) 4(x - z, Y> dz, x E E, 
est absolument convergente et qu’elle delinit une fonction mesurable sur 
E X Q. Comme pour y E Q - N les fonctions #(., y) et $(a, y) sont egales 
presque partout, on peut tcrire 
k, * 4(x, Y) = jE k,(z) 4(x - z, Y> dz> xEE, yEa--N. 
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&ant donne, pour y E D - N, les proprittls de la fonction &., y) il est 
clair que l’on peut d&river sous le signe somme autant de fois que l’on veut. 
On voit done que pour y E J2 -N la fonction k, * #(a, y) est de classe C” 
sur E, et done que pour tout p E S(E) la fonction ap(k, * #), detinie presque 
partout sur E X ,R, est mesurable sur E X 8. Nous allons voir que l’on a 
pour tout y E L2 -N, 
ce qui achevera la demonstration du lemme. Pour ce faire il sufftt de montrer 
cette egalite au sens des distributions. Soit done 8 E g(E) et y E B - N. 
Calculons 
Comme la fonction I)‘$(., y) est bornee cette derniere integrale est 
absolument convergente t on peut ecrire 
i DS(k, * 4)(x, Y> e(x) dx E 
= j lj OS&x - z, y) e(x) dx I k,(z) dz E E 
= &x, y) DV(x + z) dx 
i 
k,(z) dz 
= k,(z) DV(x + z)dz 
i 
$(x, y) dx 
zz j 
E 
k, * D”O(x) $(X, y) dx = I, e(x) $(x9 Y) dx 
la derniere egalite resultant du fait que la distribution k, est la solution 
ilementaire tempirie de l’operateur differentiel D’. Q.E.D. 
On considtre desormais L k(E, Q, Q) (resp. L&(E, Q, Q)) comme 
l’espace des fonctions Q sur E x J2 mesurables et veritiant 
(i) pour presque tout y E I2, #(., y) est de classe C”O sur E, 
(ii) pour tout p E S(E) (resp. S,), ap# E L1 (E X Q, dx dp), 
muni de la topologie definie par les semi-normes I)~,*,~, p E S(E) (resp. 
P E SO). 
PROPOSITION Al. Les espaces L&(E, 0, Q) et LhO(E, 0, d,u) sont 6gaux 
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et la topologie de L&(E, ll,, dp) est, en fait, dejlnie par les semi-normes 
Vl,R,p, P E SO. 
Dbmonstration. 11 est clair que L. L(E, Q, dp) c LkO(E, 0, dp), l’injection 
&ant continue. Ces espaces &ant des espaces de Frechet il suffit de montrer 
l’inclusion reciproque. Soit done 4 E L&(E, 0, Q) et p E S(E); il faut voir 
que ap# E L ‘(E x Q, dx d,u). Posons I = d”p et choisissons s E N tel que 
2s > I + n + 1. Comme S(E) est de type lini sur So on peut trouver un entier 
m et des elements r,,..., q,,, E So tels que 
Au tours de la demonstration du Lemme A2 on a vu qu’il existe un sous- 
ensemble negligeable N de B tel que l’integrale 
km, * 4(x> Y> = !‘ k,(z) W - z, Y) dz, x E E, 
E 
converge absolument pour y E B -N, qu’elle detinit une fonction C” sur E 
et que pour tout q E S(E) on a 
&4L * 4)(x, Y) = 1, k,,(z) W(x - z, Y> dz, yEB-N, 
l’integrale &ant absolument convergente. Enlin on a vu que 
D”“k, * $>(A Y> = tW> Y>, yEi&N, xEE. 
Compte-tenu de (3) il vient alors 
#(.,Y) = 2 Ds(*-j) aVj(k,, * #(-,Y)) 
j=l 
Ds("-j)(ksm * aVj#(*,Y)), yEQ-N. 
Mais, grace aux proprittes des fonctions k,, r > n/2, on peut deriver sow 
le signe somme les inttgrales 
kern * @j#(X, Y) = 1 ksm(X - Z) @j#(Zy Y> dz, 
E 
yER-N, xEE, lgj<n, 
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pour trouver 
Les mimes proprittks des fonctions k, permettent de voir que l’on a 
Maintenant, il vient 
I I ~P#(x, Y)I dx d/O) EXO 
G ,z, JEx, I’Pksj * aVj4(X,Y)l d dP(Y) 
&!’ IaPkJx-z)l I~v~#(z,Y)I dXdzdP(Y) < +a. 
j=l EXEXQ 
Q.E.D. 
Remarque. Si dans ce qui prkckde on prend pour fi l’ensemble rkduit i 
un point et muni de la mesure de masse 1 l’espace L&(E, fi, dp) n’est autre 
que I’espace L&(E). Le lemme prkkdent dit alors que pour qu’une fonction 
4, c”O sur E, soit dans Lk(E) il faut et il suffit que pour tout p E S,, 
ap$ E L l(E), et que la topologie de L;(E) est dtfinie par les semi-normes 
“1,p, P E SO, 6 v1,p est bien entendu dkfinie par 
v&Q = i, lP~$(x)l dx, Q EL&(E), P E S(E). 
PROPOSITION A2. Soit Q E L&(E, 0, Q). Alors pour tout x E E Pin- 
tkgrale 
W) = j 4(x, Y) d/G) 0 
est absolument convergente. La fonction r, est de classe C”O sur E et pour 
tout p E S(E) on a 
Pour tout 4 E Lk(E, 0, dp), Tm E L;(E) et l’application r est un 
morphisme continu de L k(E, Q, dp) dans L&(E). 
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Dthonstration. Soit 4 E L&(E, Q, &). 11 est aise de voir que pour 
presque tout x E E l’integrale T,(x) converge absolument, que la fonction r, 
ainsi delinie est dans L l(E), qu’il en est de m&me de la fonction rapm, 
p E S(E) (puisque ap# E Lk(E, Q, &)) et que l’on a au sens distribution 
dPr, = r,,, 3 P E S(E). 
Ceci montre que pour tout 4 E L&(E, Q, &) la fonction rc est presque 
partout egale a une unique fonction r, E L;(E) et que l’on a 
rap* = apcr,>, P E S(E), 4 E L&(E, 0, do). 
Enfin il est immediat que l’application r est un morphisme continu de 
L L(E, Q, &) dans L&(E). Pour montrer la proposition il suffit alors de voir 
que, 4 E Lk(E, Q, &) &ant donne, l’integrale 
r,(x) = 1 $(x3 Y) MY) -0 
converge absolument pour tout x E E et que la fonction Tm est continue sur 
E. 
Le choix de la base e,,..., e, de E permet d’identilier E avec R”. Si x = 
(x 1 ,.a-, x,J E E = R” on note C, le cone dttini par 
c, = {Y = (Y, ,.*., y,) E R”/y, <xi, i = l,..., n}. 
Soit 4 E L&(E, Q, dp) et soit N c Q un sous-ensemble negligeable tel que 
pour toutyED---N, q%(.,y)ELk(E). Alors on a 
4(x, Y> = i,, O#(t, y> & xEE, yEQ-N. 
Comme, par hypothese 04 E L ‘(E x Q, dx dp) on voit immidiatement que 
pour tout x E E l’indgrale T,(x) est absolument convergente. Maintenant 
choisissons une famille de compacts, K,, I E N, de E, et une famille de 
parties mesurables et de mesure finie, Q,, 1 E N, de Q tels que 
E= u K,, sz = u 0,. 
IE N ICN 
Pour x, h E E calculons 
v-,(x + h) -c&>l 
=lJ‘ CXlhXQ 
ON, y> dt44y) - Jcxxn O#(t, y> dt dp)y) 1 
< s I h% y)l dt d/G) (C,+/tAC,) x a 
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ou, si A et B sont deux ensembles. AAB designe leur difference symetrique. 
Soit u = e, + *s. + e,, alors pour tout x E E et tout h E E on a 
C,+JC, = C+IIW - c x-lyrlIcs 
11 vient done 
Posons, pour I, m E N, 
AL,&, s> = j IO4K v>l dt dcI(y), (K/n((‘,+,~-C,~,,,))XS), 
XEE, SE [O,+oo[, 
on voit alors que l’intgalitt prtctdente s’tcrit 
IT& + h) - r,(x)1 < Is R\l A!,,(x, IJhII). 
Mais, pour 1, m E N la mesure de l’ensemble (K, f7 (C,,,, - C,-,,)) X fi, 
tend vers 0 lorsque s tend vers 0. Un resultat classique permet alors de voir, 
puisque 04 E L ‘(E X Q, dx dp), que 
;z A~,,,&, 8) = 0, xEE, 1,mE N. 
De plus il est clair que pour x E E, 1, m E N la fonction s + A,*,(S) est 
croissante. Le theoreme de convergence dominee pour les series permet alors 
de voir que 
?i_n: ,; N A,,,& s> = 0, x E E, 
et done 
‘,‘T T,(x + h) - l-,(x) = 0, x E E. + 
APPENDICE B 
Q.E.D. 
Soit g une algebre de Lie algebrique reelle, et g* son dual. On note g*’ 
l’ouvert de g* constitue des formes tres regulieres (cf. [2]) et si A est une 
partie de g * on pose A’ = A n g*‘. 
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Soitf, E g*‘, j le tore maximal de g(fJ et h son centralisateur dans g. On 
pose q = [j, h]. Alors on a les decompositions 
!3=bOq, g*=f)*oq*. 
Soit TI une forme volume sur q. Si fE h* on note B, la forme bilineaire 
alternee sur q dttinie par 
B,@, Y) = (f, IX Yl), X et YE q, 
et rc(f) le pfafften de B, relativement a v. Alors 7c est un polynome non nul 
homogene sur lj*, et pour qu’un element fE tj * soit tres regulier il faut et il 
suffit que 
(i) f soit regulier dans IJ *, 
(ii) 7(f) f 0. 
Soit G un sous-groupe analytique d’indice fini d’un groupe de Lie 
algebrique d’algebre de Lie g. On note H le centralisateur de j dans G, H’ le 
normalisateur de h dans g et W le quotient de H’ par H qui est un groupe 
fini. 
Le choix d’une mesure de Lebesgue sur g determine (avec le choix de v) 
une mesure de Lebesgue dH sur h et une forme lineaire positive G-invariante 
dg sur I’espace G/H (cf. [ 1, Chap. VI). On munit g* et h* des mesures de 
Lebesgue duales de celles choisies sur g et h. 
L’application de G x $ *’ dans g * definie par (g,f) -+ g .f, g E G,fE h *’ 
est une submersion dont l’image est un ouvert 0, de g *‘. 
Si 4 E 63(0,) on a (2d = dim q), 
On note II l’algebre enveloppante complexe de g et G(q) l’image, par l’ap- 
plication de symitrisation, A, de S(g) sur U, du sous-espace S(q) de S(g). Si 
p E S(g*) on note L, l’opbateur de S(g*) induit par la multiplication i 
gauche par p. Si XE g, on note B(X) la derivation de S(g*) etendant l’en- 
domorphisme ad* X de g *, On virifie facilement que, pour fE h*, la 
formule 
~f(X> = Lx. f + W), XE 9, 
definit une representation de g dans S(g*). On note encore ur la reprtsen- 
tation de U dans S(g*) qu’elle induit, et on note I” l’application de S(q) @ 
S(t) *) dans S(g *) definie par 
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Soit E un espace vectoriel reel de dimension tinie. Alors tout element 
p E S(E) dttinit une distribution de support l’origine de E et un operateur 
differentiel a coefftcients constants notes tous deux 8~. Si v est une 
application de E dans S(E), pour tout x E E on note &J(X) la distribution sur 
E de support {x}, defmie par l’eltment v(x) de S(E). 
Si p E S(g *)‘, ~?p est un operateur differentiel G-invariant sur 0, et on 
peut considerer sa composante radiale p(p) le long de h*‘. Les resultats 
suivants sont analogues aux Lemme 6 et ThCorkme 7 de la Section 2 de la 
Partie I de [lo] et se dkmontrent de la m&me fagon: 
LEMME Bl. Pour tout fEb*‘, l’application rf est un isomorphisme 
linbaire de G(q) @ S(t)*) SW S(g*). Si A, dbsigne son inverse, pour tout 
p E S(g *), l’application f + /if(p) est une application rationnelle de Q *’ dans 
un sous-espace de dimension finie de G(q) @ S(~J *). 
Si fE h*’ on note 8, l’application de S(g*) dans S(h*) composee de -4, 
avec la projection de G(q) @ S(Q*) sur 1 @ S(t)*) parallilement a G +(q) @ 
S(h*) (ou 6 +(q) est l’image par 1 du sous-espace de S(q) constitue des 
Gments de valuation >O). 
LEMME B2. Si p E S(g*)‘, on a, pour tout f E $*I, 
P(P)f = q(P). 
Nous allons dkmontrer le rksultat suivant: 
THBOR~ME Bl. Soit p E S(g*)‘, alors on a 
p(p)=x-‘oapIbo7r. 
Dbmonstration. Nous allons d’abord montrer que le thioreme pour une 
algebre de Lie g est consequence du m2me resultat pour sa complexifiee, puis 
dtmontrer le rtsultat lorsque g est complexe. 
l&e &ape. Reduction au cas d’une algebre de Lie complexe. Pour tout 
fE h*’ definissons une application 8; de S(g*) dans S(t)*) par 
(n-l o wt, O +=aqP), P E S(9 *>a 
Le thboreme se ramene alors a l’assertion suivante 
8, = s;, f E $*I. (2) 
Nous supposons done le thkorkme viritik pour les algkbres de Lie 
complexes. Soit alors g1 l’algebre de Lie complexifite de g, consideree 
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comme une algebre de Lie reelle. On notef, la forme lineaire sur g1 definie 
par 
f,W + iy> =fo(x>~ x, YE g. 
Alors f, est une forme lineaire tres reguliere sur gl. On note alors j 1, h, , 
q, , rc, , etc. les objets qui lui sont associes par les constructions precedentes; 
l’ouvert O,, n’est autre que 9:‘. 
Soit gr,c la complexifiee de l’algebre de Lie g 1. Alors g r,c s’identifie a 
l’algebre de Lie complexe g,@ g, , g I &ant la forme reelle de cette algebre 
constituee des elements (X, X), X E g , . 
On note (r (resp. /3) le morphisme injectif d’algebre de Lie complexe de g, 
dans g r.c defini par 
49 = (K 0) (rev. PQ = (0, X)), XE 91. 
Si a (resp. a,) est un sous-espace vectoriel de go (resp. gr), on note a, 
(resp. a r,c) le sous-espace vectoriel complexe qu’il engendre dans g, (resp. 
g,,c). Alors les notations j, , h, , q, sont cohirentes avec cette definition. Si a, 
est un sous-espace vectoriel comp+lexe de g, on a 
a l,c = 4Mi3Ph>. 
On note encore 72 (resp. rcr) l’extension de rr (resp. rcr) en un polyndme 
complexe sur 9:’ (resp. htc). Alors il est possible de choisir la forme volume 
n, sur q, pour que l’on ait 
En particulier, pour un tel choix de nl, rr, est positif sur 9;“. Si d est un 
morphisme d’algebres de Lie, on note de la meme facon le morphisme 
d’algebres enveloppantes qu’il induit. 
L’application p-+ a*(p) @/3*(p) permet d’identifier S(gf) (resp. S(hf)) 
avec S(g*) @ S(g*) (resp. S(b*) 0 S(h*)). De plus on a les egalites 
suivantes 
Pour tout p E S(g*) (resp. S(g,*)) les applications f -+ dkp) et f + d;(p) 
(rev. f -+ 4,,(p) et f + 4,,(~)) d e missent des fractions rationnelles sur b* f 
(resp. h,*), et se prolongent en des fractions rationnelles complexes 
uniquement determinCes sur b T (resp. h cc) et notees de la meme facon. Les 
decompositions prectdentes permettent de voir que l’on a l’tgalite 
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ainsi que l’egalite correspondante en remplacant 6 par 6’. Comme 
a*(S(gf)sl) 3 S(g*)’ et P*(~(Qv~) = S(Q*lG 
et que pour toutf, 8, comme 6; laissent invariante la constante 1, on voit que 
l’egalite (2) relative a g, entraine l’egalite (2) relativement a g. 
2&e dupe. Le cas dune algebre de Lie complexe. On suppose done 
que g est une algebre de Lie complexe consider&e comme reelle. Soit d le 
systeme des racines de j dans q et soit T E 1 tel que pour tout (Y E A, 
a(T) # 0. On detinit un systeme de racines positives A+ par la condition 
aEA+oRea(T)>O ou Re a(T) = 0 et Im a(T) > 0. 
Alors on pose 
n *= @ g*” 
aEA, 
et on a 
q=n+On-, 9-xObOn,, g*=n:@l)*@n,*. 
Alors n* est une sous-algebre nilpotente de g, normalisee par $, 
N, =expn, est un sous-groupe unipotent de G, et B = HN, est un sous- 
groupe ferme de G. 
Soit 8 une fonction C” sur g , *’ G-invariante et telle que sa restriction a 
b *’ soit a support compact, et soit p E S(Q*)‘. Nous devons montrer que 
11 resulte alors du Theoreme 1 de [2] qu’il sufft de voir que pour 
$ECS(g*‘) on a 
Comme 4 a son support contenu dans g*‘, on peut la considtrer comme 
element de 9(g *) et il existe un element v E P(Q) dont la transformee de 
Fourier w^ est 4. Calculons alors (si p E S(g*), p* et p’ sont ditinis par 
p * (4 = p(W) et P’(-V = PW), X E 91, 
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= (qzd[ WI G/H 
j /detAdgf’ !j 
h 
(P’*w>” (g.f)e(/)$f)‘df/ 43 (4) 
Choisissons alors une mesure de Lebesgue sur n,. Ce choix determine une 
mesure de Haar invariante a gauche sur N, et une forme lineaire positive G- 
invariante sur l’espace G/B. 11 vient alors 
I g’, 9(f) ~PW) df 
1 
= (zn)2d[ w] 
X 
I 
(F*v)” (g exp X -f 1 @f > 4.f)* fidf 43 
n+Xh* 
Cependant pour tout X E n + et f E $ *, exp X s f - f E n? et l’application 
de n+ dans n T*, X+ exp X . f -f, a pour jacobien (2~r)~ r(f ). (La mesure 
de Lebesgue sur n? est duale de celle sur n, laquelle est diterminee par les 
mesures de Lebesgue sur h et sur n, .) 11 vient alors 
I #(f > w(f 1 df g*, 
= (2,$,w, J G,B Pet AdgT 
X 
i j 
(p”*w>* (g 1 (f + u>> e(f 1 n(f > df du I 
di. (5) 
h’xll* 
Si I+V E .9(g), on note ‘i/P la fonction w o Ad g. II vient alors 
.i (p’*w>” (g * (f + u>> du nc 
=ldetAdgljbX p’*v/&X+ Y)e”f’x’dXdY. 
“+ 
Mais il resulte du fait que le polynome p* est G-invariant et du fait que h 
normalise n + que l’on a 
6*(x+ y>=F*I#), XEb, YEn,. 
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Considkrons l’indgrale 
A(f) =jbx y/,(X $ Y) eilfqx) dX dY, .fEb** 
“+ 
Comme la fonction w appartient A Y(g) cette indgrale converge 
absolument pour tout ffZ $ *, la fonction f -+ A(f) est C” sur 9 * et on a 
pour tout q E S(f)*), 
%~(f) = j,, “, q(X) ty,(X t Y)ei(‘“,x) dX dY. 
On peut alors icrire 
j (F*w)^ (g. (f+ u>> W-)4f> dfdu II* x n* 
= 
i v^(g. (f+ 4)Mj 0 ~)4#> dfdu h’Xf 
et en reportant dans (5) on a 
!’ 8* 4(f) WV) df= !, j Pet Ah-’ (27c) Lwl G/B 
v^(g. (f-t m%lll o n) Ol,Jf) df du 
i 
dg. 
Maintenant en refaisant i l’envers les calculs ayant permis de passer de (4) 1 
(5) il vient 
qui n’est autre que la formule (3). Q.E.D. 
334 P. TORASSO 
REFERENCES 
1. P. BERNAT el al., Representations des groupes de Lie resolubles, in “Monographies de la 
S.M.F.,” Dunod, Paris, 1972. 
2. M. DUFLO, Representations unitaires des groupes de Lie et rntthode des orbites, in 
“G.M.E.L.,” Bordas, Paris, 1982. 
3. M. DUFLO, Construction de Representations Unitaires d’un Groupe de Lie, in “Harmonic 
Analysis and Group Representations,” Liguoni Editori, Naples, 1982. 
4. V. A. GUINZBURG, Fast decreasing functions and characters of real algebraic groups, 
Funct. Anal. Appl. 16 (1) (1982) 53-54. 
5. M. S. KHALGUI, Caracteres des groupes de Lie, J. Funct. Anal. 47 (1) (1982) 64-77. 
6. A. KLEPPNER AND R. LIPSMAN, The Plancherel formula for group extensions II. Ann. Sci. 
hole Norm. Sup. (4) 6 (1973) 103-132. 
7. W. ROSSMAN, Limit characters of reductive Lie groups, Invent. Math. 61 (1980), 53-66. 
8. S. SAAD, Representation co-adjointe et ideaux primitifs pour une classe d’algebres de Lie, 
These, Universite de Poitiers, 1978. 
9. S. J. TAKIFF, Rings of invariant polynomials for a class of Lie algebras, Trans. Amer. 
Math. Sot. 160 (1971), 249-262. 
10. V. S. VARADARAJAN, Harmonic analysis on reductive Lie groups, Lecture Notes in Math. 
No. 576, Springer-Verlag, Berlin/New York, 1977. 
11. M. VERGNE, A Plancherel formula without group representations, O.A.G.R. Conference, 
1980, Increst-Bucarest, Roumania. 
12. M. VERGNE, A Poisson-Plancherel formula for semi-simple Lie groups, Ann. of Math. 
115 (1982),639-666. 
